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La pesentation, la. lisibilitd, Porthographs, lo qualitd de Is rédaction, la dlarié e la pré
rafsonnements eutretont pour une part importante dans Papprdefation des coples.

Les pindicdats sont dnvitds 4 encadrer dans la mresure du possible les résultats de leurs caleuls,

s ne doivent fajre usage daucen dpeument. L'utifisation de foute caloulatrive et de tout matérid
Sleetronique est interdite. Seule Putilisation d’une régle gradude est autorisée,

SF ant onrs de Véprevve, un candidat repire ce qui luf semble Btre nie erveny d'dnoned, illa sigoalera sur
sd capie of poursuivea sa composition i expliquant los raisons des initlatives qu'il sefa arend & prendre.

Notations
Dy tout le probléme, n désigne un entier naturel supéricur oa dgal 4 2.
Onaote By {12, 0} = [1,n] et Q-Vensemble des perniutations de £, Pour tout ensemble find 4,

on note card{4) son cardinal, fest-didize le nombre de ses éléments.
= ,k [ Goghgn
On note (k)’ ou &, le nombre ,{ =&y o7 58T
O . sinon
Partia I v
Poui toir w € 3, on appelle point fxe de @ tout éément &k & B, iel que wik] = &,

Oxappelle dérangement toute pérmutation w € O telle que pour tont k€ B, wik} # & Alnstun

dérangement st une permutation sans point fixe

Onnote Dup = dwe QiVie B wli} #i} et powr tout 4 € £

- Dyi o= {w€ 0 tel giie w admetts exactement £ points fixes}
Enfin, onnoke dy g = card{D, o) of pour toug & € By, do s = card(Ds 1)

1, Moritrer gue

Doy = U {6 O els que wly= Td, wig )y est un dérangement}
ST :
<or dvd Yo

oty eet i vestrigtion de la permutation w A £, [ reprédente ta pormutation ddentité, ef wig,y o8t ta
restriction de Ta permutation w au complémentaire de .

A n
2. ¥ déduive quepourtont bg Enudi i = ( Q Ay b
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3. 2} Soit w € (2 un dérangement de E,,. Soit 7 € {1,2,...,n}. On définit Vapplication & sur By par

wik) sik¢ {jn+1}

Fiky={n+1 sik=]

wliy sik=n+l
Montrer que Pon définit ainst un éérmgemem de By
by Suit w € ) admeitant un unigue point fixe§ & {1,2,...,n} Montrer'que &5} définl ci-dessus est un
dérangement de Eaq,y.
o) Momtrer que les dérangements’de iy construlie dany les guestions J.a) et 3.b) sont distincts, £t que
tout dérangement de B, ., peut Stre obtenu de cotte Tagon.
d) En dédulre’que dniyo = ndog +dny = nldy ¥ dit0b
4. Pour toub 7 2 2, on pose

iy W {fmgg w1, e b8

a) Déterminer uny en fonction de uy; puls w, ex fonction de n.
b} En déduire que dag = ndy.a0 + (1370

di g . "
¢} On pose vy = O et pour n 272, vy = ""'T Déterminer v,y en fonstion e u, puis montrer que
73

&
ﬁ{“ o = 1l E: { ,,,,,,, 1}

Partie IT

Afn de lancer un ionveat produil sur le marehé, 16 seérvics marketing & 'ie entreprise propose au d irectenr
géndral 1o campagne suivante ©

. mettre:on vente au prix unitaire de b Buros, n exemplaires du produit,

» chague exemplaire sera numéroté de fagon apparente d'un nombre conipris entre 1 ot 7,

sl Pintériens de Lhaque e"{eﬁnpléiw dit produit, et de facon pachfe, so trouve unsecond pameéro;

a4 Vacheteur qui aromem 4 Pintdrienr de Pexemplaire un munded ientiqie & éaluj figurant & Pextéripur
gagnera £ Luros. . :

On'suppose que los mimdros cachés sont tous dilfécants, compris'entie’1 et noet sont cholsts ay hasard.

Avast de dobner son accord; le directetr général souhaite stadier'le «cotits d'one telle tampagne.

Afin de formaliser Ia notion-de chisix au Hasard, et pour toute la suite du probléme; on munit {0, PUY)
de la probabilisd uniforme diserlte P'définie pour'tout- 4 € 51 par
L card{Ad
P4} = ,._..ii.}
egrd{f
Enfin, on note Xy Ja varjable aléaioire roprésentant le nombre de gagnants,
L. a) o utilisant les résultats dela premidre partie; détepminen Ja ol de Xy

By Erablir les fgalitds sutvantes
nwi

-1} {-«I
E,UZ ) Z } ){}WI

: L] el i . Sedd
{on justifiera de maniére précise Vinterversion des :Ecm*( %xgneﬂ; ;cmm{‘s}
2, Caleuler I’s%;mmnw ELX, ) etda variance V{ Xy} de lavariable aléatoire X, {on pourea dabord cadonder
BIXX, ~ D] ‘




3. a) Montrer gue lo colt aléatoire de Vopération pour Pentreprise est donné par
Cy =nb—BX,
En déduire le cotit moyen B{C,.}, aiusi que le risque, donnd par Vécact type o{Cr ).
b} Quelle sera, d'aprés vous, Ia réponse du directenr général?
4. Montrer que le gain aléatoire d'un achetenr ayant acquis un seul produit est devmé par Goos BY, ~ b
oft ¥y est une variable aldatoire suivant une loi de Bernowlli de paramétre 1/n. En déduire le gain moyen

de Vacheteur.

Partie 11

1. Montrer que la suite desvariables aldatoires (X} converge en lob vers une loi de Polsson de paramitre
dosx 1L
2. Montrer que pour tout k € B,

.

3 Boit moe W™ Montrerque

b 2
(e 1% T oml
4. En déduire que
g gt ot
;’2 Py =8~ 5| S oy

5. On cousidire lew Instructions Pascal subwandes

eps o= 0.00001;
x w2
ko=,
While x > sps/2 do
begin v
x = x=(2/E)
Eoge kel
end 5
writeln(i)
41:0m entre dans iz boucle Whils avec £ = 2. On suppése gu'on est paxsé j 2 1 6l dans cette boucle
Quelle est In valewr de & & Pentrde de Ja boudle ta fols subeanta?

g !
by Muntrer gue la suile {1, Jnsy téfinie par u, = Ew“*"‘ij; est dberoissante of admet une Humite gue Fon

caleulera, ] o
o} Ea déduire que la boucle Yaile ci-dessus se fenming

d} La valeur affichée par In dernibre figne du progranme o6t 11, (Que représpite-t-elle ?
Pgrtie IV
S1.X sst une saddable aldatole véelle, on appelle moment factoriel dordse £ 3 1, Pespérance de la variable

aléatoire X{X = 1) (X — k1), soit
mp XY= BN -0 X - K1)

L Montrer que st bzt lpalors mg (X = 0




2. Soit k € 0, n]. Montrer que

ek

e Xa) = Y P(Xpop=j) =1

3, Soit Z une variable aléatoire suivant une lof de Poisson de paramétre 1. Déterminer mip {2}, pour tout
kelonk
4. On débnir des polyntmes (Flogres par

j’ PlXy=1 A 7 : :

1 PX) =X (X =13 (X —h+1) 21D
a) Montrer gue la famille { Py lag iy forme une base de BalX), vspace vectoriel des polyndmes & ¢ oefficients
réels de degrd inférimny on dgal an
B} En déduire gue X et T ot les mfmes wmoteents d'ordre &, pour tout el que B k€.

5, Montrer que pour tout & € [0, nl. i existe {as.p. 0y e 0 g} réels tely que

&
PX
k= Y ap P
et
£ On souhaite désormais calenler les réels {dp 065 200 06 &)

Pi{8)

a} Pétermingr ~i—,-‘ pourtontd € njaie N

b) Mountrer que pour § € [0,4) & = Z (;) oY

v e
¢} Eerire fa matrice A d6 ce systime d'équations.

dy Brise plagant dans espate vectoriel BplX7 des puivm;m s réeld de degré infévieur ou dgal & &, derire
Pexpression de endomorphisme rczpzmﬁmé par A7 (transposfe de'la matrice A) dang 1a base canopinie.
'.) Montrer gue A7 est inversible et déterminer son inverse ‘
f) Bn déduire que lasmiatrice 4 est inversible: Détermines 40k ;Ju;&; Yexpression deay . pour tout
jefo k] _
g Donsier Uexpression des moments d'ordre &, {1 i, © iy, de 14 varighle aléatoire Ny

Partie ¥V
On suppose dans eette partie gu'un acheteur a acquis £, (£ 2

ces sxpmplairss estnotd L= {7y, do. o dehs
On pote ¥ 1a variable aléatolre égale ‘ac nombre d'exemnplaires gagnants du produit parmi ces €

1}, sxemplatres du produit. Lensemble de

exemplaires achetés.

Enfin; pour ii{mt i Ey, onpose Ay = {w e Qlwiiys i}

1. F‘mw tour 451, on note 1, 4 lovariable didatoire définie par

lxiw}:{i siw £ 4

R T . sinon

Jusiifier T'égalitd
V=, # e, F0oo ¥y,

En déduire Vashératice E(XLY de la variulle alsatoie Y1

2. a} NMontror gug
: &

WP =St 5 o,

P 1SRG e
b} Eu déduire 1a variance de la variable aléatoize ¥
3, a) Montrer que le'gain dé Pacheteur est dgal'a G = BY/! ~ b6
b) Détersiiner son gain moves, ainst que Péeart type dece gain.
¢rDu point de vue de Pachetenr, est-i intéressant d’acquérir plusieurs exemplaires du produit?

4




