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PREMIER PROBLEME

sint
t+zx

dt

+oco
I - Etude de la fonction r — /
0

On note F : ]0;+oc[— IR et G : ]0;+o00[— IR les applications définies, pour tout réel
z €)0;+o0[, par :
F(z) =f SRYdu et G(z) =/ SR du,
1 1

u u

cos T * cosu
Montrer, pour tout réel z €]0;+o00[: F(z) = — ;oo 1— / 7 du.
1

En déduire que F admet une limite finie en +oc0. On note o cette limite.

De maniére analogue, montrer que G admet une limite finie en +00. On note 3 cette limite.

: ; T T sinu T cosu
En déduire que, pour tout réel z €]0;+oo[, les intégrales - du et - du
z I
+co

sin u cos u

du = B — G(z).

+00
convergent, et que : / du = a— F(z) et ]
T

T u u

Montrer, pour tout réel z €]0; +oc[ et tout réel T €]0; +o0] :

T sint *+7T sinu » T cosu
dt = cosz du —sinz du.
0 t+z i U 5 u

+oo s
sint
En déduire que, pour tout réel z €]0; +oo[, I'intégrale / = d¢ converge et que
0
+oo o: +oo _: +oo
i SN U ’ cos U
f e dt = cos:r/ du — smx/ du.
0 t+x r u > u
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C.

On note A4 : ]0; +oo[ — IR I'application définie, pour tout réel z €]0; 4oo[, par :

+° gint
Al )= f - dz.
0

Montrer que l’application A est de classe C? sur ]0; +oo[ et que, pour tout réel z €]0; +oof :

A"(2) + A(z) = %

Etablir que A(z) et A’'(z) tendent vers 0 lorsque z tend vers +oc.

E COsu

Montrer : Vz €]0;1], 0< ] du € —lnz.

I

COsSUu

du tend vers 0 lorsque z tend vers 0 par valeurs strictement

+oo
En déduire que sinz /
u
xr

positives.

T ginwu sinu

du

Montrer que l'intégrale
0 u
lorsque z tend vers 0 par valeurs strictement positives.

+co
du converge, et établir que A(z) tend vers /
0 u

e—::t

1+tzdlp

+oo
II - Etude de la fonction z — /
0

Montrer que, pour tout réel z €]0;4o0[ et tout entier naturel k, 'application ¢ — ¥ e=*" est
+oo tk e— &t
bornée sur [0; 4oo[, et en déduire que 'intégrale / 118 dt converge.
0

On note, pour tout entier naturel k, Bi: ]0; +00o[ — IR l'application définie, pour tout réel

+oo tke—rt
z €]0;+400], par : Bg(z) ———/U =& dt

Montrer, en utilisant par exemple I'inégalité de Taylor-Lagrange :
2
YueR, |e* —1—u| € %e"‘[.

En déduire, pour tout réel z €]0;+o0[, pour tout entier naturel k et pour tout réel h tel que
T

Bi(z + h) — Bi(z) |h] T
e <5 Besa(3)-

Biii1(2) 5

c. Montrer que, pour tout entier naturel k, By est dérivable sur ]0; +oo| et que :

d.

Vz €]0; 400, Bi(z) = —Bi41(z).

En déduire que By est de classe C? sur ]0; +oo[ et que, pour tout réel z €]0;+oof :
B(2) + Ba(w) =

Montrer, pour tout réel z €]0;+o0] :

1

z?’
et en déduire les limites de By(z) et By(z) lorsque z tend vers +oc.

0 < Bo(z) < : et 0< —By(z) <
>
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Montrer : Vz €]0;+oo, e \/_/0 1+ dthO(x)i‘L 1412 2,

. Justifier, pour tout réel y € [U; %[ :
an

Yy tan y i
/ du = dt,
S

+
et en déduire : ]
0

4
dt = =
1+¢2 2

. En déduire la limite de By(z) lorsque = tend vers 0 par valeurs strictement positives.

Sin u

du

(74

~+00
III - Calcul de I'intégrale /
0

On considére I'application ¢ : |0; +oo[ — IR définie, pour tout réel z €]0;+o0[, par :

o(z) = A(z) — Bo(z),
oul A a été définie dans la Partie I et By a été définie dans la Partie IT.

On note U : ]0; +00o[ — R 'application définie, pour tout réel z €]0;+oo[, par :
2 2
Ulz) = (p(2))” + (¢'()) "
Montrer que U est constante sur |0; +ool.

Quelle est la limite de U(x) lorsque x tend vers +oc ?

En déduire : Vz €]0;400[, A(z)= Bo(z).
FO0 | .
Quelle est la valeur de f i PR
0 u

DEUXIEME PROBLEME

Dans tout le probleme, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2.

M, (IR) est ’ensemble des matrices carrées réelles d’ordre n et M, ;1(IR) I'ensemble des matrices
colonmnes réelles a n lignes.

Une matrice M de M, (IR) ou de M,, 1(IR) est dite positive si et seulement si tous les ccefficients
de M sont positifs ou nuls. On notera alors M > 0.

Une matrice M de M,(IR) ou de M,, ;(IR) est dite strictement positive si et seulement si tous
les ccefficients de M sont strictement positifs. On notera alors M > 0.

Si M et N sont deux matrices de M, (IR) ou deux matrices de M, ;(IR), la notation M > N
(respectivement M > N ) signifie que M — N 2 0 (respectivement M — N >0 ).

Une matrice M de M ,(IR) est dite productive si et seulement si elle vérifie les deux conditions
suivantes : M est positive et il existe une matrice positive P de M, ;(IR) telle que P—MP > 0.

I - Etude d’exemples

1 07 S
L . 1 .
En considérant U = | 1 |, montrer que la matrice A=—-] 1 0 1 | est productive.
1 e il= 0
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Montrer que la matrice B =

[T 0 [ o
o o

il
3 | n’est pas productive.
1

II - Caractérisation des matrices positives

Soit M une matrice de M,(IR).

Montrer que, si M est positive, alors, pour toute matrice positive X de My, 1(R), le produit
MX est positif.

Réciproquement, montrer que, si, pour toute matrice positive X de M, 1(R), le produit MX
est positif, alors la matrice M est positive.

III - Caractérisation des matrices productives

Soit A une matrice productive de M, (IR) dont le ccefficient de la i-eme ligne et de la j-éme
colonne est noté a;; , et P une matrice positive de M, 1(R) telles que P — AP > 0. On note
Pi,..-,pn les coefficients de la matrice colonne P.

. Montrer que P > 0.

Soit X appartenant & M, 1(IR) telle que X > AX. On note z1,...,%n les ccefficients de la

matrice colonne X. On désigne par ¢ le plus petit des réels — lorsque l'entier j décrit I'ensemble
Pj
{1,...,n} et k un indice tel que c = =
Pk
n
Etablir que ¢ (pr — Z axjp;j) = 0. En déduire que ¢ 2 0 et que X est positive.
j=1

Soit X appartenant & M, 1(R) telle que X = AX. En remarquant que —X > A(—X), montrer
que X est nulle. En déduire que I, — A est inversible, ol I;, est la matrice identité de M, (IR).

Montrer que, pour toute matrice positive X de My 1(R), la matrice ¥ = (In — A)71X est
positive (on pourra utiliser ITI.1.b).
En déduire que (I, — A)~! est positive.

Dans cette question, on considére une matrice positive B de My(IR) telle que I, — B soit
inversible et telle que (I, — B)™! soit positive. On note V' = (I, — B)~'U, ou U est la matrice
de M, 1(IR) dont tous les ccefficients sont égaux a 1.

Montrer que V — BV > 0. Conclure.

Donner une caractérisation des matrices productives.

Application : Soit M une matrice positive de M,(IR) telle que 2M? = M.
Vérifier que (I, — M)(I, +2M) = I, et en déduire que M est productive.
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