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CONCOURS DADMISSION DE 2004
Option économique
MATHEMATIQUES I
Mercredi 12 mal de 8h & 12h

La preventation, la Hsibilid, Vorthographe, lo gqualité de lo rédaction, fa clartg o la précision des
POISEHITISIGRS SXreront page une part Inporiaons dans { appréciation des coples,

Les candidkis sont invitds & encadrer dans la meswre du possible les rénudtuts de lewrs eafeuls.

Hs ne doivent fuire wsage daucnn docwment';. Duilisation de tovte caléudatrice o de ow maiiniel
Electronigue est Interdite Seude {utifivarion dsne rigle grodude est antarisée.

St aw cours de éprenve in candidat repére Ce qui i semble Svre ung grreur &éngned, il e signalera sur sa
copie ¢f pongsubvra s composicion en expliguant les rudsons des inftigtives gu il sera amend & prewdre.

Exercice 1 : probabilités et algébre linéaire

Dans tout Pexercive, ¥ désigne un nombre-entier supérienrou égald L
L Etude d’un sndomorphisme
Onnote B [XT Pespace vectoriel formé des polynbmes de degré inférieur ou dgal 8 N et do polyndme

nul 7 on désigne par 1d:Papplication identique de R [XT] dung By [V]

1. Soit ¢ wnnémbre réel non aul of 7 unélément de B, 147,

Justifierque PlaX +1-a) (c’est-d-dire fa fonction de B dans B xe Plex+1-a)) est un poly-

ndme de méme degré que £,
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© Dans towte Ja suite de exercice, pour tout réel a0 non nul, onnote ), application de :
: R y e a - > - g n

2 Ry LX) dens Ry [AT quidunpolyndme 2 oassogie lo polyndme Plad + 1-a}. i
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2. Spient o et b des nombres réels non nuls.

a) Déterminerld composée f, 57, de [, par Sy,

by Démontrer que /, estun somorphisme de 14, [V}, ¢t préciser sa bijection wéciprogue, notde {1}
¢) Onpose: (f,)7 =1Id et pour tout entier naturel 12 (/)" =(f,)" < /,.

Démontrer que, pour tout entier naturel n: (/)" = £,
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Pour tout réel @ non nul, on note M, la matrice de £, dans la base canonique (L.Y,.., &
R [x].

Expliciter M, danslfecas V=3,

Dans ke cas géudral, donner le soefficient de la (74 13-idme lgne 2t {
entiers compris an sens large entre 0 et M),

n désignant un entier naturel, justifier Pégalité: (M )7 = A

v de

+ -ibme colomne de M, ({ et /

Ce résultat reste-ti] valable si # est un entier adgatif 7

Préciser Pensemble des valenrs propres de £, .
Pour toul entier & compris ausenslarge entre 0 et V. caleuder /) {{.5{4?"},

L'endomorphisme f, est-il dingonalisable 7

Etude d’une expérience aléatoire

On dispose de Y piéges de monnaie, ohacune ayvant Ia probabilitt p d'amener pile (0w p<l) et t~p

d'amener face, On pourra poser: g=1=-p.
On s’intéresse & Uexpdrience aléatoire qui consisie 4 effectuer des lancer

selon le protocole

Wi

sulvant

# & Pétape 1 onlance les N pidess
> aPélape 2. on knce les pidees ayant amend pile a Pétape | (57 en existe)
Vétape 3, on lance les pidees avant amené pile & {"élape 2 (571 en existe),

%
e

ef ainsi de suite,
A chaque étape, les lancers des pidoes sont supposés indépendants,
On considére les variables aléatoires suivantes ¢

3

3

Xy estla variable aléatoire cortaine dgale i N,

pour toaf entier naturel @ now nul, X, 88t le nombre de o818y pile apparaissant a Pétape n,
aves la convention que, si  une certaine dtape my aucul o0 pile wapparall, on coasidére
que pour tous les entiers » supéricurs ou égaux & my Pévdnement (X, =0) est eéaliséd,

Etudedes variables aléatoires X,
Soit » un entier naturel; solent 7 et f des entiers compris at sengjarge entre 0 ot A
Préciser b lof conditionnglle de X,y suchunt que P'événement €.V, = /) est réalisé.

En déduaire Pexpression de PNy =1} en Tonctionde PLY, =0, PLY, =1, PLY, = N,

Onpose: 17, = !
LPex, = ;V}J

Déterminer une matrice M tellequer U, = MU,

En déduire Pexpression de U, en fonction de p, » et U, puis fa loi de X, Viérifier Ia cobdrence des

resultats pour =0 ¢l w1

Déterminer le nombro moyen m, depidees lancées au cours des o promidres dapes (a2}

Etude d un temps d atlente

Onsuppose log N opidces numérotdesde 1 4 Noetonoote 71,..., Ty les variables aléatoires donnant
le temps dPattente de lg premiféee apparition de face respectivement pour la promidre, demiéine, ..,
Meigme pigee. De plus, onpose 1 T=supll,.... 7y ).

Préciser Ia lol ot Pespdrance des varisbles aléaioires 7., 7y .
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Quelle est le nombre total moyen de pidces lancées au cours de Pexpérience aléatoire ? Véritier fa

cohérence de ce résuliat avec celui de fa question 1 1. &) .

by Interpréter o variable aldatoire 7. Justifier briévement que 7 admet une espérance,

£} Pour tout entier naturel & non nul, caleeler fa probabilité de Pévénement ("< 4) on fonctionde 4 N
et . B déduire la loi de 70

R

dy Rappeler la valeur de Z kptt,

Exercice 2 : prohabilités et analyse

On considére une urne wmgmm de boules blanches of de boules rouges, mails dont la composition exacle est
inconnue, Supposons qu aprés avoir effectué » tirages ay hasurd avee remise dans cette urne, soit oblenu un
iotal de r boules rouges. I semble alors misonnable de penser que fa proportion initiale de boules fouges et
prochede #in.

Le probléme qui sult propose une stade de vette situation.

1. Etude d’une Ioi de probabilité conditionnelle

Danycette putie, N, m et r ddsignent desentiers elsque: 22, p2l, 02rsn.

Coeonsidére ¥ +1 umes notées 1, U, U, telles que, pour toutentier & compris au sens large entre 8
et &, Pume 11, soit composée de & boule(s) ouge(s) et de ¥ - & boule(s) blanche(s), On choisit une aroe
au hasard dasis lagquelle on effectie alors & tirages successifs aves remise de la boule dang cette méme wne
On note {7 I variable aléatoire dgale au numéro de Purne choisie et & la variable aléatoire duale au
nombre de boules rouges obteines au cours des 1 tirages.

L. @} Soit & unentier comprls au sens large ootre § ot N,
Quelle est Ta loi de & conditionnde par Uévénement (I =k) ?

by A Faide de In formuledes prohabilités totales, en déduire Pégalité
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3. Soit ¢ unentier comprisau sens largeente 8 ot N

Démonirer P =i Ry

3. Solentp un réel de [001] tel que oM soit an entier natweel 2t ¥, la variable aiéatoire dgale 3 I

proportion de boules rouges dans Purne choisie initlalement parmi leg N + 1 umes.
a) Lerive Pévenement (¥ & p) & Paide de fa variable aléatgire 47,

Déterminer alovs Pexpression de PV, s p/ R=r) enfonctionde N oo, r ot p.
b} - B déduirg, 3 Vaide du gdborfime sur los sommes de Riemann :
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i Loi de probabilité béta
Dans touts cette partie, o et b désipnent des réels supdrieurs ou dgaux d |

g yes iy (. - . . _
1. Justifier Pexistence de Pintégrale J: N1 - ¥ dx. On notera dorénavant Bla.b) vette intégrale,

3

2, a) ¢ Démontrer Pégalité 1 Ble+1L,b)+ Blo b+ D= Blab).

s A IPaide ¢ une intégration par parties, prouver : Bla b+ D=~ Bla+ Lo,

a
v I » o ; a
+  Des doux relations précsdentes, déduire Ia formule : Bla+ L) =— Bl b}
a+ b
b) Caleuler B(, b), puis exprimer explicitement B(a,b} en fonction de aet b dans lecas olt « ot b sont
entigrs,

¢} Forire un programime ¢n langage Pascal permettant de caleuler ot dafficher 12 valeur de B(a,b), les
entiers natorels non nuls @ et b éant sajsisau elavier par Vutilisateur,
On revient au cas géodral off @ ot & sont des réels supdrieurs ou fgaux & 1, non nécessairempnt entisrs:
¢ désignant un nombre réel, on considére la fonction f définic sur 8 par:

[ r=Cxa-xb" si gcxsl
{j’{fc}w(} si xs0 o xzl,

b

Démontrer que, pour une certaine valeur de a constante & déterminer, ia fonction f est une densitd
de probabilits, On supposera dorénavant C ainsi fixée.

On dit alors gu’une variable aléatoire de densité f suit la loi de probabilite béta de paramétres ¢t b,

a)

by =  Déterminer f'{x) pourtont réelx de 10,1
Justifiee que, si ¢ et b sontdistinets de 1 alors, sur 101, #7 s"annule en un réel ef un seul.

o Ftudier la continuité ot Ta dérivabilité de £ en 0 en discutant selon la valeur de o,

: . [1ea<2 [a?
¢ Tracer Pallure de la courbe représentative de f danschacun des deux cas 4 52 et 4,
LR HIE AN
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¢} Soit X une variable aléatoire définic sur un espace probabilisé et admettant pour densité £
»  Déterminer Vespérance de In variable aldatoire X
b

» Démontrerque X admet une varignce égale &~

(@ + By luth

il Conclusion

Considérons & nouveau une urne composée de boules blanches et de boules rouges, dont fa composition
exacte est inconnue; On peut traduire cette ignorance en supposant que la variable aléatoire égale & fa
proportion de boules rouges de cefte ume suit Ia lof uniforme sur Pintervalie [0,1]. Cela revient & faire
tenthre danis Ja partie 1. Yo nombre-d umes vers Pinfink,

En reprenant la siwation et les potations de la pagtie I, et on admeitant, dans Ta question 3. b) de cetie

partie, que fe caloul de Hmite reste valable que p&¥ soit un entier naturel on pas, montrer que la suite des

ariables Ve sachant (R =#) converge en loi vers une variable aléatoire de lof de probabilité bita donton

déterminera fes paramétees puis espérance.




