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Fa preseptation, la Heibilitd, Porthographs, la qualité de la rédaction, Ia clartd et la précision des
rajsonnements entreront pour une part importante dans Fappréciation des copies.

Les candidats sont invitds 3 encadrer dans 14 mssure do possible les résultats de leurs calenls.

Iy ne doivent faire usage daucun document. L'utilisation de toute calculatrice ef de tout matéricl
dlectronigue est interdite. Seule Putilisation d'une régle gradude est antorisée,

&1 au cours de Pépreuve, un candidat repére oo gui lud semble 8tre une erreur d'dooned, il la signalera sur
sa copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il sera amend & prendre.

Motations
Dans tout le probléme, n désigne un entier naturel supéricur on égal 2 2.
On onote B, = {1,9,...,n} = [1,a] et 1} Uensemble des permutations sur B,,. Pour tout ensemble fini 4,
on note card{4) son cardinal, c'est-a-dive le nombre de ses dléments,
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ginon

On rappelle enfin la formule de Poincard, sous sa formae ensembliste : soit 4 un ensemble de cardinal find,

et A Ao, ..., Ag, des sous-ensembles de 4. Alors
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Partie 1
1. Happeler la valear do card({2).

Pour tout 1 € By, on pose & = {w € Q| wliy =i}
2 Montrer gue, pour tout £ € E,, et pour tout £y, s, e telique 1 €4 iz < <l g n

k
card | [V 45 | = (n - k)

el
En déduire, pour tout & € E,, la valeur de
S = Z card{dy, M4, 0L N AL
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3. On note
Dhoo={weQlvie £, w{i)#i}
a} Montrer que

i

Ry 3%
d = card(Dag) = nt —card [ |J Ac | =nt [ 3 2L
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Pour tout & € E,, on appelle Dy Pensemble form%*;i% w € §1 i:él_s: qu'il existe 4;.4e,....9¢ tels gue
Lgd dp -0 < dp € nettel que pour tout § & {1,...,k}, on & w(i;) = iy, et pour tout
Ed i, hhonaw{#£ L

b} Montrer que pour tout kg E,
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) card(Du-va)

¢} Montrer que pour tout k € E,
k1 k42 wxin
dy = 8 - ( E )8!«;«1 -+ ( x )&4«2 ook (= 1)7 &(}:)3”

4. On pose dy = sy = 0.
aj Brrire la matrice du systéme d'équations qui donne (dy, dy. ..., dn) en fonction de (55,85, .., 34)

b} En se placant dans Uespace vectoriel B, [X] des polyndmes & coefficients véels de degré inférieur ou
égal & n, donner l'expression de 'endomerphisme représentd, daus 1a base canonique, par cetie matrice.
c} En déduire que cet endomorphisme est inversible en exprimant son fsverse.

d} En déduire la-relation qui lie {5, 51,...,40) & {do, 1, ..., dn)

Partie I

Afin de lancer un nouveau produit sur le marché, le service marketing dune éntréprise propose au directenr
général la campagne suivante :

+ mettre en vente au prix unitaire de b Buros, n exemplaires du prodoit,

+ chague exemplaire sera sumérotd de fagon apparente tPun nombre compri§ entre’l et n,

« 4 Pintérieur de chagque exemplaire du produit, ot de facon cachée, se trouve nn second numéro,

s Parheteur qui trouvera 4 Pintédrieur de Uexemplaire un tnuméro ideritique & celul Sgurant & Pextériour
gagnera B Furos.

On stippose que les numéros cachés sont tous différents, sont compris entre 1 st g et choisis cau hasardy.
Avant de donner son accord, le divecteur général souhaite étudier lo #cofity d'une telle campagne.

Afin de formaliser la notion de cheix au hasard, et pour toute la suite du probléme, on raunit (£, P
de la probabilité uniforme diseréte P déBnie powr tout 4 G par
card{A)
P = i@
Enfin, on note X, la variable aldatoire représentant le nombre de gagnants.
1. 8} En utilisant les résultats de la question L 3, déterminer la lof de X,

b} Btablir les égalités suivantes
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on justifiers de manidre précize Pinterversion des deux signey somnes)
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2. Pour tout A § £, on note 14 la varinble aléatoire défimie par

nfl stweAd
Lafw) = {(J sinon
Justifier Pégalité
Anmly g b ly,

ot en déduire Pespérance ELX,.) de la variable aldataire X,,.




3. ) Montrer que

%
X2 = Z 1a,+ Z Lawa,
o1

18 g
b} En déduire Ia variance V(X,,} de la variable aléatoire X;.

4. a Montrer que le colit aléatoire de Popération pour Pentreprise est donné par

} it moyen E{C), alnst gue le risgue donné par Uéeart type of
b} Quelle sera, daprds vous, la réponse du divecieur géndral 7
3. Montrer que le gain d'un acheteur ayant acquis un soul produit est donné par
G BYy — &
oit ¥y est une variable aléatoire suivant une loi de Bernoulli de parambirs 1/n. En déduire Je gain moyen

de Pacheteur.

Partie ITY

1. Montrer que Ia suite des variables aléatoires (X} converge en lol vers une lof de Poisson de paramétre
A=l

2. Montrer que pour tout k € I,

3. Soit m € N*. Montrer que

1 1 1
..... & B
E:m i ml g; {4+ 13% 7 ml
{on remarquera que pour tout k 2 1, m{m + 1)+ fm+ & = 1) 2 m¥)
4. En déduire que

B
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Ely
8. On considére leg instructions Pascal suivantes :

) ﬁwl kil b 2:1«1«3
»’ - 7, I .r{"! o
Pl =k -4 f’“‘* g%}:!{n~k+l}! S+ iy

eps = 0,00001 ;

X o= 3y

ko= 2

While x > epa/2 do
begin
% e xa{37k} ;
ko= kel
end ;

writeln{k)

a} On entre dans 1s boucle While avec ¢ = 2. On suppose qu'on est passé § 2 1 fois dans ceite houdle.
{uelle est la valeur de 2 & Pentrée de Ia boudle 1a fols suivante?

riog-§
b} Mentrer que la suite (i) définie par u, = W? est décrolssante et admet une Bmite que Pon
: 3 H
calculera.
¢} En déduire gue la boucle While ci-dessus se termine.

) La valeny affichde par Ia dernibre Hgne st 11, Que représente-t-elle ?




Partie IV
On suppose dans cette partie qu'un achetenr a acquls £, (£ 2 1), exemplaires du produit. L'ensemmble de
ces exemplaires est poté L = {J, fo,. ... Je )
On note ¥ la variable aléatoire égale au nombre d’exemplaires gagnants du produit parmi ces {
exernplaires achetés.
1. On rappelle que pour tout 4 €0, on note 14 la variable aléatcire définie par
;o 1 siwed
Tatwl=
Abw) 0 sinon
Justifier 'dgalité
Y,f = gy lag, oot Ly,
En déduire Vespérance E(Y¥) de la variable aléatcire VY,
2. a) Montrer que
¢
(VO =314, + 3 Lagna,
s 1 ikt
b} En déduire la variance de la variable aléatoire Y.
3.:a) Montrer que lo gain de Uacheteur est égal & G, = BY{ ~ 8L
b} Déterminer son gain moyen, ainsi que écart type de e gain.
¢} D peiint de vue de Pacheteur, est-il intéressant d'acquérir plusieuss sxeraplaives du produit?




