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Le sujet
Le probléme de cette année portait sur I’approximation des fonctions par des polynémes.

Il comportait trois parties: la premiére étudiait le cas des polyndmes de Bernstein, la
deuxiéme celle des polyndmes de Lagrange et enfin la derniére mettait en évidence le
phénomeéne de Runge dans un cas particulier.

Les outils utilisés étaient trés variés: algébre linéaire, analyse classique et nombres
complexes, probabilités. La longueur et la teneur du sujet ont permis & tous les candidats de
tester leur niveau de connaissances et pour les meilleurs d’entre eux, d’exprimer la pleine
mesure de leur talent.

Les résultats statistiques

Le baréme de notation accordait des poids respectifs de 30% a la partie I, 18% a la partie II et
52% a la partie III.
Les questions de Scilab représentaient 6,3% des points de baréme.

Sur les 2487 candidats présents a cette épreuve, la note moyenne s’établit a 10,58 avec un
écart-type trés élevé de 5,20 permettant d’opérer une bonne discrimination entre les
candidats.

La note médiane est de 12,5 ; un quart des candidats obtient une note inférieure a 5,9 et 75%
des candidats ont obtenu une note supérieure a 14,9.

Un peu plus de 50% des candidats obtiennent une note supérieure a 12 et prés de 15% des
candidats se voient attribuer une note supérieure a 16. On observe enfin 2,2% des candidats
qui obtiennent une note supérieure a 19 dont 36 d’entre eux qui culminent a 20.

La note maximale de 20 fut accordée aux candidats ayant résolu avec succes un peu plus de la
moitié du probléme. Plus précisément, on obtenait 20 si on traitait correctement les parties I
et IT ou toute la partie II1I.

Par école, les statistiques sont les suivantes :

e HEC (2199 candidats) — moyenne : 11,14 ;
e ESCP Europe (2390 candidats) — moyenne : 10,85.



Commentaires

Comme D’an passé, on observe une tendance & I’homogénéité du niveau moyen des
connaissances des candidats : sauf a de rares exceptions, on observe que les numéros des
questions abordées sont les mémes, les candidats avangant des arguments assez stéréotypés.
Le niveau des candidats est plutdt stable mais les écarts se creusent entre les bons ou trés bons
candidats et les candidats moyens ou faibles.

Les candidats n’ont pas été déroutés par ce sujet et ils ont le plus souvent abordé les trois
parties qui commengaient chacune par des questions classiques et relativement simples.

Leur connaissance du cours est assez précise et ils citent les théorémes utilisés.

Signalons enfin que la grande majorité des copies est lisiblement écrite, la rédaction est
satisfaisante ; en particulier, les raisonnements par récurrence ou par « montée finie » sont
presque toujours bien rédigés.

Partie I

Dans la premiére partie, excepté quelques candidats qui ne parviennent pas a entrer dans le
formalisme, les premiers calculs sont corrects. Le premier obstacle concerne I’indépendance
linéaire des polynémes de Bernstein, rarement bien exposée malgré I’étude préalable du cas
particulier ou n = 2.

Beaucoup de candidats éprouvent de grandes difficultés a calculer le terme dominant de
Tu(Ax).

La convergence en probabilité est bien connue, démontrée par I'inégalit¢ de Bienayme-
Tchebychev ou par la loi faible des grands nombres.

La question plus difficile 3.d) est cependant correctement résolue par les meilleurs candidats.
Toutefois, les réponses sur I’interprétation du code Scilab sont rarement convaincantes.

En moyenne, cette partie donne aux candidats un peu plus de la moitié de leurs points de
bar¢me.

Partie IT

La partie II était un peu plus courte que la précédente.

En ce qui concerne @, la majorité des candidats ont bien pensé a utiliser 1’égalité des
dimensions entre I’espace de départ et I’espace d’arrivée.

Ils parviennent trés souvent & vérifier que ¥ est un produit scalaire mais curieusement, ils ont
trés rarement répondu a la question 6.a) et beaucoup mieux a la question 6.b) en la rédigeant
parfois tres bien.

Les questions 5.d) (matrice) et 6.d) sont trés peu souvent réussies.

Partie IIT

La troisiéme partie, plus longue et moins guidée que les deux premiéres parties, est moins
abordée.

Pour la question 7.a), les raisonnements sont trés souvent inexacts mais la question analogue
8.b) a pu étre parfois bien traitée en utilisant la décomposition de v(x).

La question 9 est rarement traitée (surtout 9.a) et le calcul de I'intégrale 10.a) donne lieu & de
nombreuses erreurs de calcul.

Quelques rares candidats sont allés plus loin dans le probleme sans se contenter de divers
grappillages de points.
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Partie I. Quelques propriétés des polynémes de Bernstein
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1.a) On a: BQ‘D(X) =1-2X +X2, Bg,l(X) =2X — 2X2, ng(X) = X2 - 1(2 = 1—

b) La matrice K est triangulaire inférieure, de valeurs propres 1 et 2, donc inversible (0 n’est pas valeur propre).
Par suite, la famille (Bz,o, Baa, Bz,z) est une base de Ra[X].

1 0 ©
¢) Les calculs donnent : T3(Ag) = Ag, T2(A1) = Ay et To(Ag) = 1/2A1 +1/2Ay=Hy= |0 1 1/2
0 0 1/2
La matrice Il est triangulaire supérieure de valeurs propres 1 et 1/2. Les sous-espaces propres sont :
1 0 0
Vect 011,11 pour la valeur propre 1 et Vect ||—1 pour la valeur propre 1/2.
0 0 1

2a)Vz e R, Zx\k Bu(z) = Xo(l —xz)" +nhz(l- )14 4 Apz™ = 0 = pour z = 0, Ag = 0. Par suite,

k=0
vz € R*, nhiz(l — )" ' 4 -+ + Ayz™ = 0. On simplifie par z, d’olt, nA; (1 — )* L Azt =0t
pour z = 0, on trouve A; = 0. On réitére le procédé pour aboutira Ag =+ - = A, =

La famille (Bn!n, Bii.xs veies Bn,n) est une famille libre et elle est formée de (n + 1) = dim R, [X] éléments
de Ry, [X] (car deg(Bn k) = n) : c’est donc une base de Ry, [X].
b) 7}, est clairement une application de R[X] dans R,[X]. Soit (o, 8) € R* et (P, Q) € (Rn[X])Q.

T

L n ke n k ) )

Ona: Ty(aP +pQ) = Z(af}’ + ﬂQ)(E)Bn‘k =a Z P(;)Bn,k +p ZQ(E)B”J‘ = aTyo(P) + fTa(Q).
k=0 k=0 k=0

Par suite, T}, est lindaire et ¢'est un endomorphisme de R,[X].

n
k
Soit P € Ker(T,) <= ZP(E)B”!“ = 0. Puisque (B,l‘D,B”,l,...,Bn,n) est une famille libre, on a :
k=0

Yke[0,n], P(—) = 0. Dong, le polyndme P posséde au moins (n + 1) racines et il est de degré inférieur ou
n

égal & n. Il en résulte que P = 0, ol Ker(T,) = {0}.
L'endomorphisme 7}, est donc injectif et puisque R,[X] est un R-espace vectoriel de dimension finie, 77, est un

automorphisme de R, [X].
¢) Tn(Ao)(X) = Z Bn k(X)) = Z ( )Xk(l — X)**. La formule du bindme =% T,,(Ap)(X) = (X +1- X)",
soit, T (Ag)(X) = l. Par suite, 11(Ao} =

n n—1
k
De méme, T),(A;)(X) = g o (k)XI‘{ e k= E ( )X;H'l(l - X)”_(k""l): soit encore,

k=0 =0
To(A1)(X) =X Z ( ) X)("_l)_k =X(X+1-X)"1 =X, done, Tp(A4;) =
d) deg T,,(Ap) = deg(Ao) =0 et deg Ty, (A1) = deg(A;) = 1. On suppose : Vj € [0,k], deg T, (A;) = J.
Ainsi, on pose : Tp(Ag) = ax X* +- - avec oy # 0. La propriété admise permet d’écrire :
n—~k

Vi € [0, — 1], Ta(Aes)(X) = Tt aeX* oo, soit T (A )(X) = anga X5+ 40



n—=k

Or,Vke [0,n—1], apy1 = ap # 0. Par suite, deg Ty, (Ag41) =k + L.

Finalement, le principe de récurrence = Vk € [0,n], deg T,,(Ax) = k.

n—=k !
e) Ve [On—1], arqr = ar = de proche en proche : Vk € [0,n], o = /-
) [ I, ars — a I I [0,n], o T AT
La matrice H,, de T}, dans la base C,, est triangulaire supérieure et ses coellicients diagonaux sont ag, a,...,an

avec Yk € [0,n], ax # 0. Les valeurs propres de H, sont ag = a3 = 1 el a,03,..., ap distinctes, soit (n+1)
valeurs propres dont n sont distinctes.

Or, les vecteurs Ag et A; sont des vecteurs propres de T, associés & la valeur propre 1 et la famille (Ap, A1) est
libre. Par suite, en notant Vk € [0,n], £u,, le sous-espace propre associé & la valeur propre ay, on a dimé&; =2

n
et Vk € [2,n], dim &y, 2 1. Il en résulte que Z dim &4, = n+1 et puisque cette somme ne peut excéder n+1,

k=0
n

on a bien Z dim&,, = n+ 1 = dimR,,[X]. Par suite, T, est diagonalisable.
k=0

3.a) Soit £ > 0. On a classiquement : E(Z,) =z et V(Z,) =

ey 1—
permet d'écrire : 0 < P([|Z, — 2| > ¢]) € 2(_222 — 0 quand n tend vers +co.
ne

l—-2
L—) - L'inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Il en résulte alors par définition que la suite de variables aléatoires (Z)nz1 converge en probabilité vers z.

b) La fonction f est continue sur le segment [0, 1] donc |f| également = | f] admet un minimum et un

maximum M sur [0, 1] (cours).
c) Soit w € .
Si Un(w) = 1, alors |f(Zn)(w) — f(2)] < |f(Zn)(w)| + |f(2)]| < 2M =2Mx 1 +&x0.

Si Uy, (w) = 0, alors U, = Hf(?,l)(w) - f(z)| € 5]. On a bien : ‘f("Z‘”)(w) —fz)| Se=2Mx0+ex1

Bilan : on a I'inégalité suivante entre variables aléatoires, |f(Z5) — flz)| S 2Mx1y, +ex1y .
d) Par croissance de l'espérance (cours), on a : 0 < E(|f(Z,) — £(2)]) € 2MP(U,) + eP(U,).
Or, puisque la suite (Z,),»1 converge en probabilité vers z et que f est continue, on sait d’aprés le cours que
la suite (f{?,i))n21 converge en probabilité vers f(z). Donc, P(Uy,) = P(Hf(?n) - f(z}‘ > 6]) — 0 quand n
tend vers +oco. Par suite, nETm P(U,) = 1 et par encadrement, on a, 0 < E(|f(?n) - f(z)]) < &, ce qui prouve

que E:}} E(f(Zn)) = f(2). Enfin, il est clair, d'aprés le théoreme du transfert, que I'on a E(f(Zy)) = fal2).

Bilan : nETmEU(En)) = _lim_fu(2) = f(2).

n— +oc
4.a) Z=grand(1,1,"bin",n,z).
b) C'est une approximation de f(z). Deux niveaux d’approximation : convergence de E(f(?n)) vers f(z) et

méthode de Monte-Carlo E(f(Z,)) vers son approximation stochastique avec N = 1000.

Partie II. Les polynémes d’interpolation de Lagrange

5.a) @ est linéaire et injective car si P € Ker ® avec deg (P) < n, alors P admet (n + 1) racines distinctes, donc
P =0 et Ker® = {0}. Or, dim R,,[X]= dim R"*! =rn+ 1. Bilan : ® est un isomorphisme de R,,[X] dans 2 el
b) ®(L;) = e; = ®(L;) = (Li(zo), Li(x1), - -, Li(m:), Limis1), - -, Li2a)) = (0,0,...1,0,...,0).

Donc, Vi € [0,n], L; s'annule en n points zg, @1, ..., Zi—1, Tit1,..., Tn et vaut 1 en ;.
Par suite, il existe une constante réelle ¢ € R* telle que, Vi € [0,n], Li(X) = ¢ H (X — xp).
kefo,n]
k#£i



-1 X—-=z
Or, Li(:r,-)=1:>1:cH(mi#mk)ﬁc=( H{:r,-—;z:k)) = Vie[0,n], Li(X)= H Lk,
kefo,n] k e[o,n] kelo, n]]
k#i k #i k #i
c) Un polyndme réel non nul de degré inférieur ou égal & n ayant au plus n racines distinctes, on déduit que

i— Tp

pour toute suite g, x1, ..., 2, de (n+ 1) réels deux & deux distincts, 'application W définit un produit scalaire

sur R, [X]. Tl est clair que pour tout (i,7) € [0,n]?, Li(z;) =d;; = {[1) zi *=J — (Lo, L1y s D) €8t une
non
famille orthonormée dans R,,[X] : ¢’est done une famille libre (cours) et elle est constituée de (n + 1) éléments.

Bilan : (Lg, Ly,...,Ly) est une base orthonormée de R,[X].

d) Pulsqu(, (Lo, L1, ..., Ly) cst une base de R,,[X], tout polynéme P € Ry [X] s’¢erit de maniere unique :
P= ZV,-Li avec (Vg, V1,...,V,) € R Or, Vi€ [0,n], P(z;) = Zviﬁi‘j =vj, d'olt P = Z:P(mi}[,1
i=0 i=0 i=0
1 @y 22 .ozh
1 = a:% -

Ainsi, Vk € [0,n], X* = ZQ:F‘L Par suite, la matrice A est définie par : A =

) A
1 &s @2

n
e) D’apres la question d), le polynéme Py = Zf(ﬂfz)Li vérifie les conditions requises et il est unique.

i=0
6.a) Puisque P; € Ry[X] et Qs € Ruy1[X], on a (Qf — Ps) € Rpy1[X]. Done, deg(Qy — Py) <m+1et il est
clair que Vi € [0,n], on a (Q; — Py)(z:) = 0. Par suite, le polyndme w qui est de degré (n + 1) divise le
polynéme (Qs — Ps), done il existe un réel & tel que pour tout ¢ € [a,b], on a : Qy(t) — Pr(t) = é xw(t).
b) On a: Vt € [a,b], h(t) = f(t) — Qf(t) = f(t) — Pr(t) — 3 x w(t).
1l est clair que Vi € [0,n], h(z;) = f(z:) — Pr(zi) — 8 x w(z;) = 0 et que h(T) = f(T) - Q4(T) =
Bilan : la fonction h s’annule en les (n + 2) points T, zg, 1, ..., Tp.
On ordonne la famille (g, 1, -+ ., Zn, ) €0 (Y0, Y10+ 1 Yno ! Jn+1) desortequea <y <Y1 < <Yn < Yns1 £ b,
La fonction h est de classe C™"t! sur [a,b] car f est de classe C™"*! sur [a,b] et Q est de classe C°° sur R.
On a: h(yo) = h{y1) = - = A(yn) = h(¥ns1) = 0. Donc, d’aprés le théoréme de Rolle, il existe co €| yo, y1;
et €]y yals- - s Cnet1 € ¥n—1,Unl, en €] ¥n, Unsa; c’est-a-dire au moins (n+ 1) réels deux a deux distincts, tels
que h'(co) = 0,h'(c1) = 0,...,h (cn-1) = 0,h'(cn) = 0.
En réitérant ce raisonnement pour tout k € [ 0,7 + 1], la fonction h%) g’annule en (n + 2 — k) réels de | a, b
deux & deux distincts. En particulier, A**1) s’annule en au moins un réel 0 €]a,b|.
Autrement dit, il existe un réel 0 €]a,b| tel que A" () = 0.
c) On a W+ () = f+(g) — nH)(O) j x w™1(0). Or, deg(Py) < n et deg(w) = n + 1 avec w unitaire.
1) (g)
(n+1)!
Donc : f(T) — P;(T) = Q4(T) — P¢(Z) = 6 x w(T). Ainsi, pour tout € [a, b] différent de xo,1,...,@n, on a:

f@) - Pr(@) = % fD(0) x w(z).

Par suite, P(”H) 0 et wm+D) = (n+ 1)!; il en résulte que 0 = FOP+V() — s(n+ 1)1 = 6 =

1
(n+ 1)!
Comme la fonction f est de classe C**! sur le segment [a, b], la fonction (1) est continue sur le segment [a, b]
et clle admet donc une borne supérieure. Il est clair que si T est égal & l'un des x;, 1'égalité précédente reste
valide puisque dans ce cas, f(F) — Ps(Z) = 0 et w(ZT) = 0, donc n’importe quel réel & € Ja, b convient.

1
x [w(t)| x| F " (B)] < x |w(t)| x {sug)] | platt],

Par suite, V¢ € [a,b], on a @ | f(t) — e

Pf(t)\ - (n—ﬁl- 1)



Partie I1I. Exemple d’interpolation et phénoméne de Runge

7.a) La fonction f, est I'inverse d’une fouction strictement positive sur R, donc le dénominateur de f, ne
s'annule pas = f, est indéfiniment dérivable et de classe C* sur R.

b) La fonction f, est paire sur R ( et en particulier sur tout intervalle de la forme |—v,~[ ). Donc, Vz € R,
fol=2) = Solw) = ¥n € N*, [§(z) = (-1 £ (~a) = ¥n e N', Yz € R, |V ()] = 15" (=)l

1 ’1'2 =

m::—g( +j2—) " et Ve <p, (1+—) Z( 1) ( ) =y

Viel <o, fole Z 2k+2 L= 3 e
k=0

c)Vz e R, fy(z) =

2
P P q (P-q)r+(p+q)p P
= —] — . —_ = (et = — = —
a)yVz e]-p,p, v(z) - p7m+p+$ po g p—q=0etptg=p P=g=
b) La fonction v est paire sur |—p, p[ =V €|-p, p[, vi) (—x) = (=1 (z), d'otr : lv{”) | = |v (m)( ’L)|
+o0 ( ].)k (
¢) On suppose que 0 < & < p. Le résultat admis permet d’écrire : Vz € 10,9, f,(,n) (z) = Z e A')’}i (z).
k=0
+oc
Par suite, Vx €]0, o[, |f,g z)| € )22 = % Ag’,;) = Z xAgT;;) carVz >0, VkeN,ona:
(n) Poy Agi(z N [ Azi(@)\
Ay (x) 2 0. Do, Vo €]0,p[, |f5™ (2 é ( ) . Or, d’aprés le résultat admis, Z( o )
k=0

+00 2
) Agp(x zi\Fk
est, la dérivée n-itme de la somme de la série géométrique convergente E 21;& ) = E (p—z) (car 0 < z < p).

k=0 k=0
Vals v UE]O P E (_) = ( ) u e,\?’ € U { |f( ) |<— 'U(n)([)_f xlq(n)(l)l.
) 1 L =T I ar s ltr r e = —
k=0 [)2 ﬂ2 J’:lz ,02 N pz

On peut remarquer en effet que ¥z €] 0, p[, v\ (z) > 0.

Si —p <z <0,alors 0 < —2 < p. Done, Vz €] — p,0], |f;(,")(—5:)| & p—lz-x v (~z)|.

Or, d’apreés les questions 7.b) et 8.b), on a |f,£")($)| = £ (=z)| et [v®(z)| = |[v™)(~z)|. Par suite,
Vze] —p,0[, |f,,")(a:)| < p—12x |v@) (z)|. Bilan : V& €]—p,pl, on a: |f; ™()| < p—12x | (z)].

1 1 g
dyVa €]—p,p[, v(z)= B( - ) - A I'aide d’une récurrence claire, la fonction x —

2\p—x  p+u p_ma.pour
! —1)"*n!
dérivée n-itme ™ ___ ot la fonction 2 —» a pour dérivée n-ieme —)—”l - Par suite,
(p_x)n+l P+$ {p+$)n+
ilp 1 (-1 nlp 1 1
ve s w000 - 2 )< 2 )
v €|=ppl, VW(2) = (o — z)n+! * p+a)m) S 2 \[p—zph t o+ zn T
1 1 1 1
Or, puisque —p< -1z <1 <p,ona:0< Tt \<‘p—l et0<m$m.
nlp 2 nlp
Done, |v(™(z)| < 4( ) = :
onc, [v ()] 2 \(p— D+l (p— 1)+
n!p n!

1
Il en résulte que pour tout = € [—1,1] et tout p> 1, on a |f(") (z)| € prhlpEEy T =] oo~ Ty .

9. 1l est clair que si = est égal & l'un des x; », les inégalités des questions a) et b) sont vérifiées puisque dans ce

cas, on wy(z) = 0.



T
9
a) On a |wy(z)| = H |z — 30| avec T €] Tk, Tht1n| et Vi € [0,0], & = -1+ —n—t
i=0
2k —i+1)

Pouri < k,ona: &y € Tgn <T < Thipin = |t —zin| =2 — Xin € Tht1n — Tign = .

i k)

Pourizk+1l,ona: g, <2< ITppin € Tin = |t — Bin| = Tin =T € Tip — Tpn = =
23\ n+1 92\ n+l

Par suite, |w,(z)| € (—-) (k+1)xkx..x1lx1lx2x...x(n—k)= (—) x (k+ 1) (n—k).
n n

n! 1 n+1 n+1 n+1
a: = £k - > —n+1,dod,
O (k4 Dl(n - k) n+1(k+l)e €[on—1, (k’+1) ( 1 ) n 1, dou

n! 2\ n+l
FtD-Ri > < (k+1){n - k) < n! = wy(2)] < (;) x nl.

) 2\ n+l 2 n+1 2y n+l ) 2
b) On a: (ﬁ) xn!l o~ (—) n'eT"V2mn  ~ (——) (e ﬂ), avec lim (e ﬂ-) =0.
n n—++co \ 1 n—+oo \e \/ﬁ n— +o00 \/77

. [t ()] (2/n)"*n! ev2n |10 () |
Par suite, 0 < < ~ 2 5 0= —————= — 0 quand n tend vers .
ar suite (2/e) 1 < (2/e) T n oo 7 (2/3)”+1 u end vers 400
2\ n+l
Bilan : il existe un entier ng tel que pour tout n > ng, on a pour tout z € [—1,1] : Jwn(z)| < (E) :

1
¢) La question 6.d) = Yz € [—1,1], ona: |f,(z) — Py, n(2)] € — T X |wn(z)] x sup |f§,”’+l)|.
(n+1)! [-1,1]

(n+1)!
alp - [’

- Enfin, la question 9.b)} précise que pour n suffisamment grand, on a :

La question 8.d) = Vz € [-1,1],0on a: |ff{,"+1){z)| < avec p > 1.

. (n+ 1)!
Par suite, sup |f{"*Y)| < —>~—
'Oy 1]‘ ] o(p — 1)nt2

25 n+1
Yz e [-1,1], lwn(z)| € (E) .D'ol, Vz € [—1,1],ona: |fo(x) — Psn(@)| €

1 2/e \ntl
pp—1) (p—l) '
2/e

2
Ainsi, |fo(z) — Py, n(z)| tend vers 0 si =R 1 (série géométrique), c’est-a-diresi p > 1+ —-
e

1 1
10.a) La fonction £ — In(¢% + p?) est paire sur [—1,1] = / In(t2 4 p*)dt = 2/ In (¢2 + p*) dt.
-1 0

1
Une intégration par parties de l'intégrale / In (t* 4 p*) dt permet d’écrire :
40
Loa, o 3 . gl e 2 ' o fb di
In (t* + p°)dt = |tIn(t" + —‘2] ——dt =In(1 + —2(/ dt — /—)
_[0 (t*+p%) [tIn(e? + p%)], Pt (1+0°) ’ S AP

Le changement de variable ¢ = pu dans la derniére intégrale conduit a :

1 1 1
/ In(t2+ p*)dt =In(1 + p?) — 2+ Qp[Al'ctan(u)](‘]” =In{l4+p%) -2+ QpArct.an(—-) :
0 P

i 1 g 1 1
11 en résulte que : Vp > 0, H(p) = 1 f In (2 4 p*) dt = 3 / In{t® +p%)di = : In(1 4 p?) -1 +pArctan(5) :
1 0

1 1
On sait que lim Arctan(~) =T don lim pArctan(—) = 0. Par suite, lim H(p) =—1.
p— 0+ Yol 2 p— 0T P p— 0+

On peut donc prolonger par continuité la fonction H en 0 en posant H(0) = —1.

b) La fonction H est continue sur Ry et dérivable sur R% (somme et produit de fonctions dérivables sur R3).

1 1
On rappelle que Vy € R, la dérivée de Arctan(y) est T Par suite, Vo € R}, H'(z) = Arctan(—) > 0.
y x

o



1 1
Enfin, lim H(z) = 400, car lim In(l +2%) = +oo et :rArctan(—) > 0. Donc, lim :cArctan(—) 20
&— +00 T T— +00 T

Tr— +00

(en fait, 111}_1 z Arctan(—) = 1, mais ce résultat n’est pas indispensable pour pouvoir conclure).
r— +o0 x
Bilan : la fonction H réalise une bijection strictement croissante de R, sur [—1, +eo].

¢)Ona:(In2-1)€] —1,0{C [—1,4oco[. Notons H~! la bijection réciproque de H.
Le théoréme de la bijection permet alors d'établir Pexistence et 1'unicité d’un réel py tel que H(pg) =1n2 -1,
C’est-a-dire pg = H~'(In2—1). La stricte croissance de H~' = H~}(~1) < H '(In2-1) < H7'(0) = p &=

1
0<pg<pr Or, H(1)=§ln2—l+g:0.131>[):>p1<1. Bilan : 0 < pg < L.

n

d) Ona:Vp>0, wy(ip) = H ip — Tk n) qui est un produit de complexes non nuls puisque p > 0.

n n

Par suite, V& € [0,n], |ip — Tk.n| > 0 => |w,(ip)|* = H lip — Zgp|? = H(p2 + ) > 0.
k=0 k=0

: . o . = = 2%k 2
En prenant les logarithmes, on obtient : In jw,(ip)|* = 21n|w,(ip)| = E In (p + (# 1+ —) ),
n

dou,ﬁln|w (?P)|—lx—21n(p +(—1+2A) ):% ;Z:l ( (_1+_2§)2)+%11‘(1:P2).

n—l
; 2kN\2
Or, — Z In (pz + ( -1+ —) ) est une somme de Riemann associée & la fonction ¢ — In (p? + (—1 + 2t)?)
n n

13= 2k \ 2 1
continue sur [0, 1]. Par suite, lim - E In (p2 + ( -1+ ——) ) = / In (p® + (-1 +2t)%) dt.
k=0 0

n— 400 7

In(1 + p® 1 i ¢
D’autre part, lim M = 0. Finalement, lim —ln|wy(ip))== [ In (p2 +(-1+ 2t)2) dt.
n— n— +o0o 11 2 Jo

+oo T

1 1 7l 1
Le changement de variableu = —14+2t = f In (p>+(-1+2¢)%) dt = 5 f In (p*+u?) du = f In(p?+u?) du.
0 0

1 1 /[!
Finalement, lim —ln|w,(ip)| = ﬁf In(p? + u?) du = H(p) d’aprés la question 10.a).
n—+oo M 2 Jo

1
+z Arctan(—).
2 4 ) T
Le programme consiste & rechercher par une méthode dichotomique, une solution sq de I'équation G(z) = 0,

c’est-d-dire que sg vérifie G(sq) = 0. Puisque G(z) = H(z) — H(po), on a 0 = G(so) = H(s0) — H(po) et comme

) L 1 14 z?
11. On note & la fonction définie sur Ry par G{z) = - 1In (

I1 est bijective, on a sp = po.

12.a) Puisque V& € [0,n], Pf, n(zk,n) = folTrn) = yona:Vke[0,n], Su(zgn) =0

p2 +x k 7
Donec, S, admet au moins (n + 1) racines distinctes 2o, Z1,n,...,Tn,n qui sont toutes les racines de wy.
Bilan : le polynome w, divise le polynéme S, qui est donc de degré supéricur ou égal & (n + 1).

= 7X7 n
b) Vie[0,n], Li(X)= ][] X—_mk'”_=>,5i(_x): 11 T_i:(_l)n 11 Xt2em o

kefo,n] im = Tk kefo,n] ik kelo,n] Tin — Thkyn
ki s 1
] = n X —Tn_kn X —Snepm
V5 €10 anjir= —ain = LX) = (1" [] === [ Sme TR = LX),
ke[om] T in T tn—kn €fo,n) ZTn—in — Tn—kn
n—k#n—i n—k #n—i
D’auntre DELrt, pr pr(xz n :> pr!n( X pr($1 - 1_ pr(wz n n 1(x)



Puisque f, est paire, on a fo(zin) = fol=Zin) = fol@n-in) = Py, n( pr(a:n i) En—i(X) et le

changement d’indice j = n — i = Py, o pr(:z:] w)Li(X) = Py, u(X).
j=0
Bilan : quelle que soit la parité de 'entier n, le polynéme Py , est pair.

n

X n _ _ n
C) Ona:wn(l_l/n’)zwn(yn):H(l_;];+1—':2—k)=1—[(2n ik 1)=”n1+1 H(Qn—%—l)
k=0 ) k=0

n

Le changement d'indice j = n — k = |wa(ya)| = T H 2] — 1| = —7x1x3x..x2n -1, soit encore

1 (2n)! (2n)!
|w:1(yn)‘ = At = Tx dx .. %2 2 Tl gl '
1‘4 9 2n ,—2n 2,2\
~ AT ~ -\g(_) (done, 7 = V2 et o = 2/e).
n— 400 QN untl \/2rp e~ no 4o T

La formule de Stirling = |wy, (y,)]

e
d) lim (In|wn(ip)| - nll(p)) = 0= lim (ln|w (ip)| — ]n(exp(nU(p)) =0«= lim (111 lwb(iﬂ)') =0
n— +oo 7 e n L i (7)
s lwn('b,ﬂ)l 71H(p)
K nl}n-%]oo e H(p) =1 [wa(ip)l P Py '
V2
—(2/e)"
Par suite, iw”(z’.’") ~ ﬁ " e#n(l —In2+ H{p)).
"l (ip) | no +oo enHP) noteo n
2p+1 p 2p+1
13.a) Posons n.=2p+ 1. On a : wy,(ip) = H (ip — Tk 2p+1) = H(ip — Tk, 2p+1) X H (tp — Tk, 2p41)-
k=0 k=0 k=p+1
La relation Vk € [0, 2?7 + 1], Tk, 2p41 = — T2pt1-k 2p+1 et le changement d’indice j = 2p+ 1 — k dans le second

produit = w,(ip) H{ o’ - x} 2p+1) = (-1) g H{p + &} 9p41) qui est un réel non nul.
k=0 k=0
Puisque le polynéme Py, est pair (question 12.b), il est clair que le polynéme S, est également pair.

1l en résulte que le degré de Sy, est pair. D’autre part, deg( Py, n) < n => deg(Sx) < n+ 2, compte tenu de la
définition de S,. Or, deg(S,) = n+ 1 (question 12.a), donc le degré de S, ne peut que valoir (n+1) ou (n+2).
Comine n est impair, (n + 1) est pair et donc, le degré de Sy, est égal & (n + 1) = deg(wy).
Par suite, il existe une constante complexe c telle que : S, (X) = ¢ x wp(X). \

n(X

Or, Sp(ip) =1, d'ot, 1 = ¢ x wy(ip) et comme wy(ip) 7# 0, on a : Sn(X) = Z (ip)
n

b) D'aprés ce qui précéde, on a: Va € [—1,1], Sa(z) = 1 - (2% + p*) Py, u(z) = -wi((i)j En multipliant les
wy(ip
deux membres de la derniére égalité par f,(z) (qui n’est pas nul), on obtient : fy(z) = Py, n{(z) = fola)x wn((;o)),
Wn
; wy (2
dott : Vz € [-1,1], |fr,(:n) - Pf,”n(a:)| folz ‘ 1p))}

1Un

1
14.a) Pour y, = 1—;, ona: |fp(yn)—wan(yn)| Folyn)x |

N 1 ><£ -n(l —]1‘12+H(p))
n4+ool+p2 n '
-n

Or,O<p<p0=>*1<H(p)<111271<0:=>1—1112+H(p)<0:> _l>im e (1 |t\2+H(p)):+m

+oo
—n(l—1In2+ H(p))

1
et par croissances comparées, hm —x 8 = +00.

—+ 400 M

Bilan : pour 0 < p < po, ona: lim | fy(yn) = Pr,n(yn)| = +eo.

b) Conséquence de la question précédente!!!



